Janvier 2020
(2 heures et 30 minutes)

1. a) Soit A, sous-ensemble non vide et borné de IR.

Définir: - infimum et minimum de A
- point d’'accumulation de A (1 pt.)

b) Compléter les cases du tableau suivant par une valeur réelle si elle existe ou par A sinon.
Justifier soigneusement les réponses des cases grisées du tableau.

Remarque : A est un sous-ensemble de IR.

un point un réel qui
un point | d’accumulation n’'est ni g .
A . . .| 'infimum | le minimum
A interieur de A qui majorant, ni
, : . de A de A
de A n’appartient minorant de
pasaA A
{xelRy:|x <3}
{xeZ:|x<3}

domf pour
1

f(x) =
Jx=12(3-x)
(3 pts.)
2. a) Définir : - suite réelle convergente, suite réelle divergente.
- suite réelle bornée (1 pt)
b) Démontrer que I'ensemble des termes d’une suite convergente est borné. (1.5 pt.)
_4nP 3 _
c) Soit la suite réelle (u,_ ), .. avec u, = 4n ;Sn +3n3 3 avec pelIN.
0 2n“ +n+7n
Pour quelle(s) valeur(s) de p (€ IN) la suite (u,) converge-t-elle ?
Pour quelle(s) valeur(s) de p (€ IN) la suite (u,)diverge-t-elle ?
Donner dans chaque cas, si elle existe, la valeur de lim u, dans IR. (2 pts.)
n—oo
3. a) Définir : fonction dérivable en un point
maximum local d’une fonction (1 pt.)

b) Enoncer la condition nécessaire du premier ordre relative aux extrema d’une fonction f(x).
Ne pas démontrer. (0.5 pt.)

(x-1)(x-3)+4 six<1
c) Soit f(x) = 4% +Inx
X

six>1

1°) Déterminer, en détaillant le raisonnement et/ou les calculs, le domaine de définition de f(x).
2°) Etudier la continuité et la dérivabilité de f(x).
3°) Déterminer f ’(x), la fonction dérivée de f(x).

4°) Déterminer les « candidats » extremum de f(x). Classer ceux-ci (maximum local, minimum
local ou ni I'un, ni 'autre) en énongant le(s) théoréme(s) utilisé(s). (5 pts.)

4. Enoncer et démontrer (en détaillant la démonstration !) le théoréme des accroissements finis.
En donner une interprétation géométrique (dessin et explication !!). (2.5 pts.)




5. Donner (réponse finale uniquement)

a) pour la fonction f(x) = x°* (x > 0)

1°) sa fonction dérivée f ‘(x)

f'(x) = (5.Inx +5).x°

2°) I'équation de la tangente a la courbe d’équation y = f(x) en son point d’abscisse 1

y=5x—-4

(1pt.)
b) pour les points a (4,1), b (8,-1) et c(4,-3)

1°) 'équation de la médiane M du triangle abc issue du sommet a

3
y=—X+7
2
2°) 'équation de la hauteur H du triangle abc issue du sommet b
y=-1
3°) les coordonnées du point p, intersection de M et H (%,_1)
4°) la distance entre les points a et b 2.5
(1pt)
_ 2
c) la valeur dans IR, si elle existe, de lim (x.eX —x)

X—>+00

(0.5 pt.)



Réponse question 1 a)

(A est minoré ssiil existe unréelbtelqueb < a vV a € A; b estalors un minorant de A.)

Si A est minoré, il posséde un et un seul plus grand minorant: I'infimum de A.

Si A est un ensemble minoré, le réel m est un minimum de A ssi m est infimum de Aetm < A.

Un point a est un point d'accumulation de A ssi il existe une suite de points de A, distincts de a, qui
converge vers a.

Réponse question 1 b)

un point . .
. , . un réel qui
un point | d’accumulation , i — le
o . n’'est ni I'infimum .
A intérieur de A qui . . minimum
, ) majorant, ni de A
de A n'appartient . de A
N minorant de A
pas a A
{x elRy :|x| <3} 2 3 0 -3 A
{xeZ:|x|<3] A A 0 -2 -2
dom f pour
f(x) = 1 2 1 2 A A
Jx-12(3-x)

Justifications :

(1) 0 n'est ni un majorant, ni un minorantde A = {x e Z:|x| <3} .
En effet, lensemble A = {x e Z:|x| < 3} ={-2,-1,0,1,2}

Le réel 0 n’est pas un majorant de A puisque 0 < 1 qui appartient a A.
Le réel 0 n’est pas un minorant de A puisque 0 > -1 qui appartient a A.
1
Jx- 123 -x)

puisque, d’une part, la condition d’existence pour la fonction f(x) est (x —1)2(3 —x)>0. En étudiant

(2) 1 n’appartient pas a A et est un point d’accumulation de A =dom f pour f(x) =

le signe de (x —1)2(3 —-x),ona

X 1 3

(x-1?@B-x) | + 0 + 0 -

Donc, dom f= ]—o,1[ U ]1,3].

D’autre part, la suite (1 —l) est une suite de de points de A, distincts de 1, qui converge vers 1.
n



Réponse question 2 a)

Une suite réelle convergente est une suite réelle qui posséde une limite finie (réelle).

Une suite réelle divergente est une suite réelle qui ne converge pas.

Une suite réelle (uj ),qn, estbornée ssi il existe deux nombres réels ¢ et d tels que

v nelNg:c<u,<d.

Réponse question 2 b)
L’ensemble des termes d'une suite convergente est borné

Preuve :

Soit (u, ), » une suite convergente de limite u. Ona Ve >0 INeIN:n>N=|u, -ul<e.
Dela, pour € =1, ANeIN:n>N=|u, —ul<1.
Soit M, le plus grand des nombres |u, —u|,|u, —u|,|u, —u]|,....,]uy —u|,1.

Alors, |u, —u| <M pour toutnde INet u—M<u, <u+M pour tout n de IN, d’'ou la thése.

Réponse question 2 ¢)

—4nP +5n+3n° -3
3

On a la suite réelle (u, )., avec u, = avec pelN.

2n% +n+7n
Il s’agit d’'une suite « quotient de polynémes ».

Une telle suite converge ssi le degré de son numérateur est inférieur ou égal au degré de son
dénominateur. Elle diverge dans le cas contraire, donc si le degré du numérateur est strictement
supérieur a celui du dénominateur.

Le degré du dénominateur vaut 3.
Le degré du numérateur dépend de la valeur de p :
Si p < 3, le degré du numérateur est également 3, la suite converge, et la limite de la suite est le

quotient des coefficients des termes de degré 3 au numérateur et au dénominateur, donc vaut %

—4n3 +5n+3n° -3 B —n®+5n-3

3 les degrés du numérateur et du

Sip=3,0onau,=

2n +n+7n° 2n% +n+7n
dénominateur sont également égaux (a 3) et, comme ci-dessus, la suite converge et la limite de la
suite est le quotient des coefficients des termes de degré 3 au numérateur et au dénominateur, donc

vaut —1.
7

Si p > 3, le degré du numérateur est p et est donc supérieur au degré du dénominateur, donc la
suite diverge et la limite de la suite est infinie. Elle vaut ici —o puisque le coefficient de nP est négatif
(au numérateur) et le coefficient de n° au dénominateur est positif.



Réponse question 3 a)

Soit f: D - IR: x — f(x) et a, un point intérieur de D.

f est dérivable en a ssi lim f)=f(a)
x—»>a X-—a

existe dans IR.

Soitf:IR—> IR: x — f(x) eta € domf.

f posséde un maximum local enassiin>0:V x € (a-n,a+n) ndom f: f(a) = f(x).

Réponse question 3 b)

Condition nécessaire du premier ordre :

Soit f: D — IR: x— f(x) et a, un point intérieur de D.
Si f est dérivable en a et si f admet un extremum local en a, alors f'(a) = 0.

Réponse question 3 ¢)

(x—-ND(x-3)+4 six<1
Ona f(x) = 4% +Inx
X

six>1

1°) En ce qui concerne lesx <1, f(x) = (x—1)(x—3)+4 etil n'y a pas de condition d’existence, donc,
f(x) est définie sur ]—x,1] .

En ce qui concerne les x > 1, f(x) = 4x+Inx et on a les conditions d’existence x > 0 (existence de In), qui
X

est vérifiée et x = 0 (dénominateur) qui est également vérifiée, donc,

f(x) est définie sur]1,+oo [ .
Par conséquent, le domaine de définition de f(x) est IR.

2°) Etude de la continuité et de |a dérivabilité de f(x)

a) Dansl'ouvert ]—-o,1[, f(x) = (x-1)(x—3)+ 4, fonction polyndme, continue et dérivable dans IR.
Par conséquent, f(x) est continue et dérivable dans ]—x,1[.

b) Dans l'ouvert ]1,+ o [, f(x) = Ax+Inx _

4x+Inx est le quotient

- de la somme de la fonction polynédme 4x, continue et dérivable dans IR et de In x, continue et
dérivable dans IR . Par conséquent, le numérateur est continu et dérivable dans IR}
- de la fonction polyndme x, continue et dérivable dans IR,

. 4x +Inx . .. , . ,
La fonction ———— est donc continue et dérivable dans IRg (le dénominateur s’annule en 0, donc ne
X

pose pas de « probléme » supplémentaire).

Par conséquent, f(x) est continue et dérivable dans ]1,+ o [.



c) Etude de la continuité de f(x) en x = 1

Ona Iim1f(x) = Iim1((x—1)(x—3)+4) = (1-1)(1-3)+4 (limite d’une fonction continue en x = 1) =4,
X—> X—>

lim f(x)=lim Ax+Inx = 4.1+ .(limite d’une fonction continue en x =1) =4
x—>1 x—>1 X

Comme limf(x) et lim f(x) existent dans IR et valent 4, lim f(x) existe dans IR et vaut 4.
x—1 x—1 x—1

Or, f(1) = 4, d’ou la fonction f(x) est continue en x = 1.

De a), b) et ¢), la fonction f(x) est continue dans son domaine de définition IR.

En ce qui concerne la dérivabilité, par a) et b), on sait que f(x) est dérivable dans IR\ {1} au moins.

d) Etude de la dérivabilité de f(x) en x = 1

ona lim 1) =IM _ i (X=NX=3)+4) =4 _ ) X=DX=3) i - 3)= 1 -3 (lim fet.C° en x = 1) = -2,
x—>1  X—=1 Xx—>1 x—1 x—1 x—-1 x—1

Comme cette valeur est réelle, f(x) est dérivable a gaucheenx=1etf’y (1) =- 2.

4x+|nx_4
ona lim &=ty x " Inx
x->1  x-=1 x—1 x—1 x=>1X(X —1)

On constate que Iim1lnx =In1 (lim.fct.C°enx=1)=0et Iim1(x(x—1)) =0 (lim.fct.C°enx=1).
X— X—>

Ce calcul de limite donne donc une opération indéterminée « n ».

On ale théoreme de de I'Hospital :

Soientg:D > IR:x—>g(x)eth:D — IR : x - h(x).
Si g et h sont dérivables dans un voisinage a droite de a et

Si lim g(x)= limh(x) =0 et
X—a X—a

> >

Si lim g'(x) existe dans IR
X—a 'X)

Alors lim %) = jim 9(X)

x>ah(x) x—oah'(x)

En prenant g(x) = Inx et h(x) = x(x -1), on constate que

e les fonctions Inx et (x(x—1)) sont dérivables au voisinage a droite de x = 1 (puisque la premiére est
dérivable dans ] 0, + « [ et la seconde dans IR),



e liminx=In1 =0et lim(x(x—-1))=0 (voir plus haut)

x—1 x—1
1
o lim3 ) - lim _(nx)" lim —X (limite de fonction C°enx=1)=1¢ IR.

xo>Th'(X)  xo1 (X (X=1))'  x>12X—1  x1x.(2X 1)

Par le théoréme de de I'Hospital cité ci-dessus, on a lim f)-1(1) = lim Inx
x->1  x-1 x=>1X(x —1)

=1eIR.

Par conséquent, f(x) est dérivable a droiteenx =1etf’q (1) = 1.

Comme f’y (1) et f’4 (1) sont différentes,

la fonction f(x) n’est pas dérivable en x = 1.

3°) En utilisant les regles de dérivation dans ]-« ,1[ pour (x-1)(x-3)+4 (= x? —4x+7) etdans |1,+o [
4x +Inx

pour , la fonction dérivée de f(x) est donnée par

2x—-4 six<A1
f’(x) = {1-Inx

X2

x>1"

4°) Recherche des extrema de f(x)
Les "candidats" extremum de f sont, parmi les points de dom f,
a) les éventuels points critiques de f(x) :ilyenaun:x=¢;
b) les éventuels points en lesquels f(x) n’est pas dérivable : il yenaun seul x=1;
c) les éventuels points qui ne sont pas intérieurs 8 dom f: il N’y en a pas ici puisque le domaine de
définition de f est ouvert.

On a le théoréme suivant :

Si f(x) est continue en a et s'il existe un n > 0 tel que

Vv X € (a-n,a) n dom f, f est dérivable en x et f’(x) > 0 (< 0) et
Vv X € (a,a+n) ndom f, f est dérivable en x et f’(x) <0 (> 0)

Alors, f(x) posséde un maximum (minimum) local en a.

Comme la fonction étudiée ici est continue dans dom f et dérivable dans dom f sauf au point x = 1,
'étude du signe de f ’(x) au voisinage des points candidats extremum nous permettra d’étudier la
croissance de f(x) et de conclure.

X 1 e

£(x) - A + 0 ]

Le théoréme cité ci-dessus nous permet d’affirmer que la fonction étudiée posséde un

4e +1
e

minimum local en x = 1 de valeur 4, et un maximum local en x = e de valeur




Réponse question 4

La formule (ou le théoreme) des accroissements finis :

Proposition : si f : [a,b] — IR est continue sur [a,b] et dérivable sur (a,b) (avec a < b),
_f(b)-f(a)

alors il existe c € (a,b) : f(b) - f(a) = (b - a).f’(c) = f'(c) —

Le dessin :
iY
f(b) -
T by (o) = T (e){x - ©)
f(c)
f(b) - f(a)
e y-fla s —(x-a)
b-a
f(a)
- X
a c b

L’interprétation géométrique du théoreme : sous les hypothéses de continuité de f sur [a,b] et de
dérivabilité de f sur (a,b), il existe au moins un point ¢ de (a,b) en lequel la tangente a la courbe
d’équation y = f(x) est paralléle a la droite passant par (a,f(a)) et (b, f(b)).

Preuve :

B On pose (avec a = b) g(x) = f(x)—[f(a)+w(x—a)}.

On a
°g(@) =0=g(b)
e g(x) est C° sur [a,b] et dérivable sur (a,b) puisque g(x) est la différence entre f(x) qui est, par

hypothése, C° sur [a,b] et dérivable sur (a,b) et d’un polyndme du premier degré en x, C° et dérivable
dans IR.

On peut donc appliquer le théoréme de Rolle a la fonction g(x) sur I’intervalle [a,b] : il existe ¢ €

(a,b) tel que g’(c) = 0.

N f(b)—f(a)(x_a)] - P(x) - f(b)—f(a) .
-a

Or, g’(x) = f°(x) - {f(a) b b a

X

Il existe donc ¢ € (a,b) tel que g’(c) = f’(c) - %fa(a) = 0. [ |



