Janvier 2020
(2 heures et 30 minutes)

1. a) SoitnelINy \ {1}.

Définir : combinaison linéaire convexe de deux points de IR". Que signifie géométriquement cette
définition ? (1 pt.)

b) Déterminer, en justifiant, et représenter avec précision, le domaine de définition de la fonction
_ In(4-x2)
Iny

Donner, s'il en existe, en justifiant soigneusement votre choix

fxy)

- un point intérieur de dom f
- un point adhérent a dom f mais qui ne lui appartient pas

Ce domaine est-il fermé? Est-il convexe? Justifier soigneusement.
(3 pts.)

2. Soit :DcCIR* = IR: (x,y) — f(x,y) eta= (Xq,Yp), point intérieur de D.

a) Compléter la définition suivante : f est différentiable en a ssi....

Que signifie géométriquement la notion de différentiabilité en un point d’'une fonction de IR> - IR ?

(1pt)
b) Soit f(x,y) = ¥x.|x|+ 3y
(1) Etudier la dérivabilité de la fonction f(x,y) en (0,1)
(2) Etudier la différentiabilité de la fonction f(x,y) en (0,1)
(2.5 pts.)
3. a) Définir: fonction de A < IR" — IR homogeéne de degré adans A (a €IR). (0.5 pt.)

b) Soient les fonctions f : IR> 5> IR, g:IR—>IR eth: IR —IR telles que:
- f est strictement positive, différentiable et homogéne de degré 0 dans IR?

- g est différentiable et homogéne de degré 2 dans IR

- h est différentiable et homogéne de degré 3 dans IR

Soit les fonctions F(x) = f(g(x),@) et G(x) = In[F(x)].
1°) La fonction F est-elle homogéne dans IR, ? Si oui, quel est son degré d’homogénéité ? Justifier
soigneusement les étapes.

Utiliser le résultat obtenu pour vérifier si G est homogéne dans IR, .

2°) Donner, sans justification, les expressions completes de F'(x) et de G'(X).

(2.5 pts.)
4. Soient f: IR" —IR: x—>f(x) etv eIR" tel que |v| = 1.
Quand dit-on que f est dérivable en x dans la direction v ?

Si f est différentiable en x, démontrer que f est dérivable en x dans la direction v en donnant I'expression
de la dérivée directionnelle correspondante.

(2 pts.)



5. Soientf: DcIR? > IR etg: DcIR? 5 IR.

a) Enoncer et démontrer le théoreme de Lagrange relatif a I'optimisation de f(x,y) sous l'unique
contrainte g(x,y) = 0. (2.5 pt.)

b) Enoncer la condition suffisante « forte » du second ordre relative a l'optimisation de f(x,y) sous
['unique contrainte g(x,y) = 0. (0.5 pt.)

c) Soient f(xy) = €/ et g(x,y) =16x2 +y% —16.

Déterminer, par la méthode de Lagrange, les "candidats" extremum de f(x,y) sous la contrainte g(x,y) = 0.

Classer si possible ces candidats (minimum, maximum ou ni maximum, ni minimum) en utilisant la
condition suffisante « forte » énoncée en b).

Si ce n'est pas possible, ne pas les classer (ne pas utiliser la condition de la « Hessienne bordée »).
(3.5 pts.)

6. Déterminer (réponse finale uniguement)

la solution générale de I'équation différentielle y"-3.y'=5x-3.

y:Cl+Cz.e\/§'X+C3.e7\/§'x—%XZ+X Vcl,CZ,Cs elR

(1 pt.)



Réponse question 1 a)

On appelle combinaison linéaire convexe de deux vecteurs (points, éléments) a,b de IR" tout
vecteur x de tel que x =t.a + (1-t).b pourunt < [0,1].

Les combinaisons linéaires convexes de deux points sont en fait les points du segment de droite
délimité par les deux points donnés.

Réponse question 1 b)
In(4 - x?)
lny

Les conditions d’existence pour cette fonction sont :

On af(x,y) =

4-x’>>0ox€e]-22]
y>0
Inyz0<svy=1

Le domaine de définition de cette fonction est donc

Dom f = {(x,y) elR?:x€]-2,2[ ety eIRj \{1}} ou ]-2,2[ x (IRg \ {1})

Légende: zones hachurées et lignes pointillées ne font pas partie de dom f.

Le point (1,2) est un point intérieur de dom f puisque la boule ouverte centrée en ce point et de
1 . .
rayon > par exemple, est entierement incluse dans dom f.
Le point (0,1) est un point adhérent a dom f mais qui ne lui appartient pas. En effet, il n'appartient pas

a dom f puisque y =1 et il est adhérent a dom f puisque toute boule ouverte centrée en (0,1) contient
des points (0, 1+k) avec k > 0 qui appartiennent a dom f.

Ce domaine n’est pas fermé puisqu'’il existe des points comme (0,1) adhérents a dom f qui ne lui
appartiennent pas.

Il n'est pas convexe puisque, par exemple, les points (O,%) et (0,%) appartiennent a dom f et

1 . 1 3, 1 1, 1, .3
A= E € [0,1] , mais )\,(O,E) + (1— )L)(O,E) :E(O,E) +E(0,E) = (0,1) ¢dom f.



Réponse question 2 a)

Soitf:DcIR? > IR:(x,y) > f(x,y) eta=(x,Y,) pointintérieur de D.
f est une fonction différentiable en a ssi

of of
f(Xo +hyo +k)_f(XO7yO)_h'&(XO7y0)_k'5(XO’yO)

l =0
(nk)2(00) N

La notion de différentiabilité d’une fonction de IR> — IR en un point signifie géométriquement qu'il
existe un plan tangent a la surface correspondante en ce point.

Réponse question 2 b)
On af(xy) = 3/x.|x|+3y?.

(1) Etude de la dérivabilité de f(x,y) en (0,1)

1°) Etude de la dérivabilité de la fonction f(x,y) par rapport a x en (0,1)

f(x,1) - (0,1 \/_x+3 3  Yxx X
x—0 x-0 x_>0 x-0 X—)O X x>0 3 X2

Ce calcul de limite donne une opération indéterminée « o ». On regarde séparément les limites a

gauche et a droite :

X
ona lim-—‘——=— _Ilm—_llm f Oet lim || = |im _Ilmf 0.

x—>0 \/_ x—>0 \/— x—0 %/X—Z x—0 3 x2 x>0
> > >

. : . R X .
Comme ces deux limites existent et sont égales (a 0), |lim % existe (dans IR) et vaut 0, donc,
X—=0 3/ x

. f(x,)-1f(0,1
im————
x—0 X—=

existe dans IR et vaut 0 et, par conséquent,

la fonction est dérivable par rapport a x en (0,1) et ;’5_f(0 1)=0.

2°) Etude de la dérivabilité de la fonction f(x,y) par rapport ay en (0,1)

on a lim @Y -fOD _ . lim
y—1 y_]_ y—l y_]_ y—1 y_]_ y—1 y_]_

2 _ 2 _ _
37 =3 30 = iy 30 =D+ =lim3(y +1)=6.
Yy
Cette limite étant réelle, la fonction est dérivable par rapport ay en (0,1) et %(0,1) =6.

(2) Etude de la différentiabilité de f(x,y) en (0,1)

£(0+h,1+k)-(0,1) - h—(Ol) kT 01 5 2
ona im oy " Fhip+30+k?®-3-0h-6k

(hk)>(0,0) Jh? 1 K2 (hK)—(0,0) N




_ Shjn+3@+2k+k?)-3-6k ||+ 3K
lim = lim ———.

 (hk)>(00) Jh? 4 K2 (000 12 4 K2

h =p.cos0
En posant . ,ona
k =p.sind

3 2 2 <2

h.|h[+ 3k 3p.cos0.|p.cos 0|+ 3p~.sin“ 0

hkIim Yh |2| — = lim P P [+3p = lim (%/p.cos0.|cos 0| + 3p.sin®0) -
\ 0,0 0 0

(hk)—>(00) \Jh2 4k B P p—>

On a, quel que soit 0, —¥p <¥p.cosb.|cos6|<3p et 0<3p.sin®0<3p, donc, par le théoreme du

pincement, lim 3/p.cos6.|cos6| =0 et Iim03p.sin2 6 =0, d'ou lim(3p.cos6.[cos 6|+ 3p.sin®0) = 0.
p—0 p—> p—0

f(0+h,1+ k)—f(O,l)—ha—f(o,l)—kg(o,l)
On peut donc conclure que  lim X oy =0 et donc que
(hk)—(0,0) Jh? + K2

f est différentiable en (0,1).



Réponse question 3 a)

Une fonction f:IR"— IR est homogeéne de degré o €IR sur un sous-ensemble A de IR" ssi
pour tout xe A ettoutt>0:tx € A et f(tx) = t*f(x).

Réponse question 3 b)

On a les fonctions f : IR? > IR , g:IR—>IR eth: IR—IR telles que:
- f est strictement positive, différentiable et homogene de degré 0 dans IR?

- g est différentiable et homogéne de degré 2 dans IR
- h est différentiable et homogéne de degré 3 dans IR
Et les fonctions F(x)=f(g(x),¥) et G(X) = In[F(x)].
1°) Vérifions si la fonction F est homogéne dans IR .
On a Vx elRy,Vt>0,t.x IRy (évident puisque t est non nul!).

D’autre part, VX €lR,,Vt>0:

F(tx) = f(g(tx),h(tx)) (définition de F(x))
= f(t2.g(x), e h(X)) (g, homogéne de degré 2 dans IR et h, homogéne de degré 3 dans IR)
= 1(t .(g(x),@»
= (t%@f(g(x),@) (f homogeéne de degré 0 dans IR?)
= ©4(gx)."%)
= t°F(x) (définition de F(x))

Par conséquent, F(x) est homogeéne de degré 0 dans IR,

On sait que Vx elR,,Vt>0,tx €IR, et, par définition de G(x),

VX €lRp, Vt > 0: G(t.x) = In[F(t.x)].

Or, nous venons de montrer que F(x) est homogeéene de degré 0 dans IR, donc
G(t.x) = In[F(t.x)] = In[t°. F(x)] = In[F(x)] = G(x) = t°.G(x) et, par conséquent,

G(x) est homogéne de degré 0 dans IRq

29 on a F = 1), "), a0 P60 = L (000,70 9100+ T (00, [h'(x).:z—h(x)}

u e an
Vv

7 900." 9100+ 7 (00, ") [“'(X)':; h(x)}
AR, '
X

aemzz?=

(x) F(g(x).




Réponse question 4

Soientf: IR" —>IR:x—f(x) etv eIR" tel que |v| = 1.
Onditque f: IR" —IR estdérivable en x dans la direction v (|v] = 1) ssi

F(t) = f(x +tv) est définie au voisinage de O pour t et dérivable par rapport atent= 0.

La dérivée de f dans la direction v en x est alors F'(0).

Proposition : si f:IR" — IR est différentiable en x, si ||v|| =1,

alors f est dérivable en x dans la direction v et cette dérivée vaut

df(;+tv) ~ na_f_ B B
|:T:|t=o - E ox; (X).v; = <V.Vf(x)>

Preuve :

On applique a la fonction d'une variable

F(t) = f(x +tv) = f(X 1+tvy, X 2*+tVs ,..., X n*+tv,) la régle de dérivation des fonctions composées :
pay = FCEV) e v X ot e Kattve) ]
dt dt
= ﬂ(§+ tv). oxa +tvy) + of (§+tv) '—8(X2 ir)) +....+£(§+ tv).—a(xn + W)
0Xq ot OXo ot 0X,, ot

= ﬂ(; +tv) .v1+i(§ +tv) .v2+....+a—f(;+ tv).vy
n _—
= Zaﬂ(xﬂv).vi

i=1 O

| df(X + tv) noof - -
Dela, F(0) = | ——= =) —(X).v; =(Vv,Vf(x)).
S| -3 o - (i)



Réponse question 5 a) (Théoréme de Lagrange)

Soientfet g: DcIR* - IR.

Sif et g sont C' au voisinage de (i,&) , point intérieur de leurs domaines tel que Vg(?,?/) #0, si fadmet un

extremum local en (§,§) sous la contrainte g(x,y) = 0, alors il existe un réel A tel que

Vi(x,y) = 2 Vg(x, y) (autrement dit, alors il existe un réel A" tel que %(?,9;73) - %(i&;f) =0, avec
X

L(x,y;A) = f(x,y) = 29(x,y)).

Preuve :
Hypothéses : f et g sont C! au voisinage de (x,y), point intérieurde D (1)

Vg(x,y) # 0 < (g&&),%(;&)) #(0,0). Supposons, par exemple, %(§,§) 20 (2)

f(x,y) possede un extremum en (i,;) sous la contrainte g(x,y) =0 = g(?,)_/) =0 (3)

Thése: il existe un réel A" tel que %&,9; A = %&,9; A)=0
OX oy
of —— .«09,~—
Zxy) -1 Dxy)=0
oo . * oX OX
< il existe un réel A tel que :
of == .+00,-—
—xy)-A =(xy)=0
oy oy

Par I'hypothése (2), I'équation %(;&) - x.%(i&) =0 posséde une solution unique 2.
X . of —— 09 = =
Il reste a vérifier que ce A vérifie 'équation a—(x, y)— x.a—(x, y)=0.
X X

Les hypotheses (1), (2) et (3) permettent d’appliquer le théoreme des fonctions implicites a I'équation
g(x,y) = 0 au voisinage du point (X,y) : dans ce voisinage, g(X,y) = 0< y = h(x) (notamment, y = h(x)),
ol h est une fonction de classe C' au voisinage de X.

- Dans ce voisinage, g(x,h(x)) = 0.

En dérivant les deux membres de cette derniére égalité par rapport & x, on obtient

ag og (x) = =x. 99+ Y xy)h(x) =
&(x, h(x)).1+ E(X, h(x)).h'(x) =0, et, pour x = x, ™ (X,y)+ 8y(x’ y).h'(x) =0 [1]

- Aussi, f(x,y) possédant un extremum en (i&) sous la contrainte g(x,y) = 0, on peut dire que la fonction

d’une variable F(x) = f(x,h(x)) posséde un extremum libre en x, d’oll F’(;) = 0 (condition nécessaire du
premier ordre).

g2 a A oo, dot
Or, F(x) = &(f(x, h(x))) = ™ (x,h(x)).1+ & (x,h(x)).h'(x), d'ou
N, S S
F(x)=0 < a—X(X,Y)JrE(X,Y)-h (x)=01[2]
En prenant [2] - " .[1] pour le réel unique 1" tel que %(;&) A %&,9) =0,ona
X e i - 2 (O B <
(6x (x,y)+ ay(X,Y)-h (X)) -2 '(ax (x,y)+ Y (x,y)h'(x))=0

of —— *ag - -
& (&(x,y)—k &(x,y))+(

démonstration.

of —- « 00 = =\ L of —— «0g ,— — . R
—(X,yY)-A =(x,¥).h'(x)=0 —(X,y)-A =(x,y) =0 ce qui achéve la
ay( y) 6y( y))-h'(x) an( y) ax( y) q



Réponse question 5 b)

Condition suffisante « forte » :

Soientfetg: DcIR?> - IR.
Si f et g sont C? au voisinage du point (§,§) , point intérieur de leurs domaines tel que Vg(i,y) #0 ets'l

existe A" : %(i&,?ﬁ) = %&,9, 2) = 2—}':(?&, 2)=0 (avec L(x,y;A) = f(X,y) - Ag(X,y)), alors si
X

2 —_——

[66 aL J est deéfinie négative (définie positive), f présente un maximum (minimum) local en (X,y)
XI XJ (;7 %
2.

sous la contrainte g(x,y) = 0.

Réponse question 5 c)

onafxy)= e’ etg(xy)=16x2+y?—16.

Il s’agit d’optimiser f(x,y) sous la contrainte g(x,y) = 0.

Domaines de définition :dom f =dom g=IR2

Classes : f et g sont C* sur IR2(f est la composée d’une fonction polyndme avec la fonction e et g est
une fonction polynome)

2
Posons L(x,y;A) =eY™X" —A(16x?% +y? —16)

Condition nécessaire (théoréme de Lagrange) : voir réponse question 5 a)

Types de candidats : parmi les points de dom f »dom g satisfaisant la contrainte

1°) les éventuels points non intérieurs & dom f ~dom g : néant car dom f ~dom g =IR? qui est un
ensemble ouvert

2°) les éventuels points au voisinage desquels f ou g nest pas C*: néant car f et g sont C* sur IR? .

3°) les éventuels points ou Vg=0 :

?(x,y) = 32X
8; = Vo(x,y) = [32x 2y] =[0 0] ssi(x,y)=(0,0), mais (0,0) ne satisfait pas la contrainte.
5(x,y) =2y

4°) les éventuelles solutions du systéme :

%(x A)=0 2 2
ox oY= oxed ¥ 32 =0 |—2x.(e¥F +160)=0 (1)

%(x,y, M=0ole _oay=0 ol _ay-0 (2
—(16x% +y?-16)=0 16x%+y?>-16=0  (3)

oL

—(X,y,A)=0

ax( Y,A)
y-x2

De=x=0 ou kz—e
16

4 -4
Six =0, par (3), y2=16<:>y=4 et, par (2), A = %, ouy=-4et, par (2),k:-% .



2 2

y-X 2 eV
, par (2), 7 +

Sjip=-%
16

.y=0<:>ey_xz(l+%)=0, douy = -8

donc, par (3), 16x? +64 16 =0 <> 16x° + 48 =0, ce qui est impossible.
On a donc deux candidats :
4 4

0.4) avec 1" = £ et(0-4) avec 1" =-S .
8 8

Classement (par la condition suffisante « forte ») : voir réponse question 5 b)

On aici

2 ) ,
2—';(x,y,k) =29 14x2e¥ ™ —320

X

2 2 2

o2 yox? oL 28" +4x2 eV —32)  -2xe¥
a7 Ih=e 2 OX{OX B 2 2
¥ P2 ) (xya) —2x.e¥ % VX" _on

2 2 )
ﬁ(X, Y1) = &(x,y,X) =-2x.e¥™*
OyoX oXoy

—2e*—4e* 0
et |- Etant donné que cette matrice est diagonale, on

0 et =
4

* e4
En (0,4) avec A = e ona

. . . , . et : .
« lit » ses valeurs propres sur la diagonale. Celles-ci sont égales a —6.e* et v I'une strictement négative

et I'autre strictement positive, donc la matrice est indéfinie et la condition suffisante « forte » ne permet pas
de conclure :

4 —2e* 1 4e™ 0

En (0,-4) avec A= -%, ona e | Etant donné que cette matrice est diagonale,

0 ety
4

-4

. . . . R - . Se
on « lit » ses valeurs propres sur la diagonale. Celles-ci sont égales & 2.e 4 eta , toutes deux

strictement positives, donc la matrice est définie positive et la condition suffisante « forte » permet de
conclure :

f(x,y) possede un minimum local en (0,-4) sous la contrainte g(x,y) = 0.



